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Résumé. Soient U et V deux systèmes de numération de Bertrand, a et (3 deux /3-nombres 
multiplicativement indépendants tels que L{U) = L{a) et L(y) = L{P), et E un sous- 
ensemble de IN. Si E est [/-reconnaissable et V^-reconnaissable alors E est une réunion finie 
de progressions arithmétiques. 

1 Introduction 

Etant donné un sous-ensemble de IN = {0, 1, ■ ■ ■} peut-on trouver un "algorithme simple" 
(i.e un automate) acceptant les éléments de E et rejetant ceux qui n'y appartiennent pas. En 
1969 Cobham a montré que l'existence d'un tel algorithme dépend de la base dans laquelle les 
éléments de E sont écrits. Le Théorème de Cobham |Colj s'énonce ainsi : Soient p et q deux 
entiers positifs multiplicativement indépendants et E G IN. L'ensemble E est p-reconnaissable 
et q-reconnaissable si et seulement si E est une réunion finie de progressions arithmétiques. 
Rappelons qu'un ensemble C IN est p-reconnaissable si le langage formé des écritures en 
base p G IN des éléments de E est reconnaissable par automate (pour plus de détails voir 

m)- ^ 

Durant les années 70, et jusqu'à la fin des années 80, peu d'articles complétèrent ou pour- 
suivirent les travaux de Cobham [CKMRt [EU IHall [Se] . 

Les ensembles d'entiers p-reconnaissables peuvent se définir de façon équivalente en termes 
arithmétiques, algébriques, de la théorie des langages ou de la logique du premier ordre (voir 
|BHMV] ). Ces définitions sont à 1 'origine de généralisations récentes et variées du Théorème 
de Cobham |Bes| IBP| IDu2| iFâTl |Fagl[ rFag2[ IMV] . Dans cet article nous étendons le Théorème 



de Cobham à des systèmes de numération "non-standard" 
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Théorème 1 Soient U et V deux systèmes de numération de Bertrand, a et (3 deux (3- 
nombres multiplicativement indépendants tels que L{U) = L{a) et L{V) = L{f3), et E un 
ensemble d'entiers positifs. Si E est U -reconnaissable et V -reconnaissable alors E est une 
réunion finie de progressions arithmétiques. 



Ce théorème étend les résuhats de Bès [Besj et de Fagnot |Fag2| qui considèrent le cas 



oh a et (3 sont des nombres de Pisot dont les polynômes minimaux sont les polynômes 
caractéristiques des relations de récurrence définissant U et V . Nous ne faisons d'hypothèse 
de ce type et les méthodes employées sont totalement différentes. 

Gardons les notations du Théorème [H Dans |Fa2j Fabre montre que E est [/-reconnaissable 
si et seulement si sa suite caractéristique est cUa-substitutive. Ce résultat est rappelé dans la 
section O Théorème [221 Cela induit une formulation équivalente du Théorème [T] en termes 
de substitutions. Pour cette raison les sections [21 [3] et H] sont consacrées aux substitutions. 
La Section [2] est consacrée aux définitions liées aux substitutions. Nous y rappelons la notion 
de mot de retour, ainsi que quelques unes de leurs propriétés obtenues dans |Dull [Dïî2l IDHSj . 
Nous y ferons souvent référence. Dans la section [3] nous étendons aux langages substitutifs 
primitifs un résultat obtenu dans |Du2j 

Théorème 2 Soient a et (3 deux réels. Soient x et y deux suites non-périodiques respective- 
ment a -substitutive primitive et (3 -substitutive primitive telles que L{x) = L{y). Alors a et 
(3 sont multiplicativement dépendants. 

Dans [Fagl] le même résultat a été obtenu pour les langages engendrés par des substitu- 
tions (non-nécessairement primitives) de longueur constante. Ensuite nous faisons quelques 
remarques sur les systèmes dynamiques engendrés par des substitutions. Dans la Section [H 
nous étendons le Théorème [2] aux langages substitutifs (non-nécessairement primitifs) en- 
gendré par des substitutions se projetant sur des substitutions primitives et vérifiant une 
condition leur évitant d'être "trop lacunaires" (Proposition [181). La Section [5l a pour but de 
rappeler les résultats classiques concernant les systèmes de numération et la notion de re- 
connaissabilité d'ensembles d'entiers. Ces rappels étant faits nous utilisons les résultats des 
sections précédentes et un résultat de Hansel |Ha2j concernant la syndéticité d'ensembles 
d'entiers afin de prouver le Théorème [H 



2 Définitions, terminologie et rappels 
2.1 Mots et suites 

Un alphabet est un ensemble fini, ses éléments sont des lettres. Soit A un alphabet, un mot 
sur A est un élément du monoïde libre, noté A*, engrendré par A. Soit x = x^xi ■ ■ ■ x„ (avec 
Xi & A, < i < n — 1) nn mot sur A, sa longueur est n et se note Le mot vide se note 
e, |e| =0. L'ensemble des mots non- vides de A* se note A'^. L'ensemble A"^ est composé de 
suites. Si X = xqXi ■ ■ ■ est une suite sur A (avec Xj G A, i G IN) et / = [k,l] un intervalle 
de IN, nous posons x/ = x^x/c+i • ■ - x; ; x/ est un facteur de x. Lorsque k = le mot x/ est 
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appelé préfixe de x. L'ensemble des facteurs de longueur n de x se note Ln{x) et l'ensemble 
des facteurs de x, c'est à dire le langage de x, se note L(x). Les occurrences d'un mot u 
de L(x) sont les entiers i tels que X[j = u. Lorsque x est un mot nous utilisons la 

même terminologie et des définitions analogues. Soient u et v deux mots, nous notons Lu{v) 
le nombre d'occurrences de u dans v. Le mot u est un suffixe de v lorsqu'il existe un mot 
X E A* tel que v = xu. 

La suite x est ultimement périodique s'il existe un mot u et un mot non- vide v tels que 
X = uv^ , on est la concaténation infinie du mot v. Quand u sera le mot vide nous dirons 
que X est périodique. Une suite est non-périodique si elle n'est pas ultimement périodique. 
La suite x est uniformément récurrente si pour chaque facteur m de x il existe une constante 
K telle que pour toutes occurrences successives i et j de u dans x nous avons |i — j| < K. 
On dit également que tout facteur apparaît à lacunes bornées dans x. 

2.2 Morphismes et matrices 

Soient A, i? et C trois alphabets. Un morphisme t est une application de A dans B*. Un 
morphisme définit par concaténation une application de A* dans B*. Si t{A) est inclus dans 
B~^, cela définit une application de A"^ dans S"^. Par abus nous notons toutes ces applications 

T. 

A un morphisme r, de A dans B*, est associé la matrice = {mij)içB,j€A où rriij est 
le nombre d'occurrences de la lettre i dans le mot T{j). A la composition de morphismes 
correspond la multiplication de matrices. Par exemple, soient Ti : B ^ C* , T2 : A B* et 
: A ^ C* trois morphismes tels que T1T2 = T3. Nous avons l'égalité suivante : M^-^M^-j = 
M^g. En particulier si r est un morphisme de A dans A* nous avons M^n = M". 
Toute matrice carrée M à coefficients positifs a une valeur propre réelle positive r, ayant 
un vecteur propre à coefficients positifs, telle que le module de toute autre valeur propre de 
M a un module est inférieur ou égal à r. Nous l'appelons la valeur propre dominante de M 
(voir |LMj ). Une matrice carrée est primitive si elle a une puissance dont les coefficients sont 
strictement positifs. Un morphisme de A dans A* est primitif si sa matrice l'est. Dans ce 
cas la valeur propre dominante est une racine simple du polynôme caractéristique, elle est 
strictement supérieure au module de toute autre valeur propre et elle a un vecteur propre à 
coordonnées strictement positives; c'est le Théorème de Perron- Frobenius (voir |LM] ). 

2.3 Substitutions et suites substitutives 

Une substitution est un triplet (r, A, a), 011 A est un alphabet, a est une lettre de A telle 
que la première lettre du mot r(a) est a et r est un morphisme de A dans A* tel que 
lim„^_i_oo |t"(6)| = +00 pour toute lettre b de A. Pour simplifier l'écriture nous écrirons 
souvent r au lieu de (r. A, a). 

Soit (r. A, a) une substitution. Il existe une unique suite x = (x„; n G IN) de A^^ telle que 
xo = a et r(x) = x. La suite x est le point fixe de r, nous le notons x^. Nous posons 
L(r) = L(xr). Quitte à prendre un sous-alphabet de A on peut toujours supposer que A est 
égal à l'ensemble des lettres ayant une occurrence dans x,-. 
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Si (r, A, a) est une substitution primitive alors la suite est uniformément récurrente (pour 
plus de détails voir [Qu]). 

Soient Aet B deux alphabets, le morphisme (pde A dans B* est un morphisme lettre à lettre si 
4>{A) = B. Une suite y est substitutive (resp. substitutive primitive) s'il existe une substitution 
(resp. substitution primitive) r et un morphisme lettre à lettre tels que y = 0(x^). Nous 
dirons également que y est engendrée par r. Cette suite est a-substitutive si a est la valeur 
propre dominante de r (i.e. de M^-). Remarquons que les suites substitutives primitives sont 
uniformément récurrentes. 

Une légère réorganisation de la preuve de la Proposition 3.1 dans [Dul] permet d'établir la 
proposition suivante. 

Proposition 3 Soient x une suite a-substitutive sur A, B un alphabet et ip un morphisme 
de A dans B^ . Alors il existe n G IN tel que la suite ip{x) est a"" -substitutive. De plus si x 
est a-substitutive primitive alors il existe n G IN tel que (p{x) est a"- -substitutive primitive. 

Preuve. 11 existe une substitution {(, C, e) de point fixe y et un morphisme lettre à lettre p 

de C dans A* tels que x = p(y). Posons = ipp, nous avons (f(x) = 4>(y). 

Soient D = {(c, /c);cGCetO<A;< |0(c)| — 1} et '0 : C — > le morphisme défini par : 

^(c) = (c,O)...(c,|0(c)|-l). 

Il existe un entier n tel que |C"(c)| > \4>{c)\ pour tout c dans C. 
Soit r le morphisme de D dans D* défini par : 

r((c,fc)) = ^(C(c)[fc,fc]) siO< A;< |0(c)|-l, 

et r((c, |0(c)| - 1)) = V'(C(c)[|0{c)|-i,|C"WI-i]) sinon. 

Pour tout c dans C nous avons 

r(V^(c)) = r((c, 0) ■ ■ ■ (c, |0(c)| - 1)) = V^(C(c)[o,o]) " " " V^(C(c)[|c(.),-i,[c(e)|-i]) 

= ^(C(c)), 

par conséquent T{ip(y)) = ip{C"'{y)) = "^(v)- Ainsi ipi^y) est le point fixe de la substitution 
(r, D, (e, 0)) et rip = ipC""- De plus remarquons que la valeur propre dominante de r est a". 
Soit X morphisme lettre à lettre de D dans B défini par x((c, fc)) = (l){c)[k,k] pour tout 
(c, k) dans D. Pour tout c dans C on obtient 

x(^(c)) = x((c,O)---(c,|0(c)|-l)) = 0(c), 

puis x(^(y)) = 0(y)- P^'i' conséquent {p(x) est «"-substitutive. 

La relation Tip = implique que pour tout A; G IN nous avons r^ip = Par conséquent 

si ( est primitive alors r l'est également et si x est a-substitutive primitive alors ip{x) est 
«'^-substitutive primitive. □ 

Le résultat suivant est le résultat principal de l'article |Du2j . Il peut être vu comme une 
généralisation du Théorème de Cobham pour les substitutions primitives. 
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Théorème 4 Soient a et (3 deux réels et x une suite non-périodique qui est a -substitutive 
primitive et (3 -substitutive primitive. Alors a et j3 sont multiplicativement dépendants. 

Rappelons un résultat essentiel sur la structure des suites substitutives primitives établi 
dans |Dul] (Théorème 4.4) (mais obtenu auparavant dans [Mo] pour les points fixes de 
substitutions primitives) qui sera utile dans la preuve du Théorème [H 

Théorème 5 Soitx une suite substitutive primitive non-périodique. Alors il existe un entier 
N tel que appartient à L{x) si et seulement si u est le mot vide. 

2.4 Mots de retour 

Dans toute cette sous-section x sera une suite uniformément récurrente sur l'alphabet A et 
u un mot de L{x). Un mot w est un mot de retour sur u de x s'il existe deux occurrences 
successives, ï et j, de m dans x telles que w = X[j 

La suite x étant uniformément récurrente l'ensemble des mots de retour sur u, que nous 
notons TZu, est fini. On peut vérifier sans peine qu'un mot w est un mot de retour sur u si 
et seulement s'il satisfait les trois conditions suivantes : 

1. wu G -L(x) ; 

2. M est un préfixe de wu ; 

3. le mot wu contient exactement deux occurrences de u. 

Remarquons qu'un mot de L(x) vérifiant 1. et 2. est une concaténation de mots de retour 
sur u. 

Proposition 6 (Lemme 3.2 dans |Dulj ) Soit x une suite uniformément récurrente non- 
périodique, alors 

rUn = Inf{|f I; v G 'R-xion]} ~^ +^ lorsque n — > +oo. 

Munissons TZu de l'ordre total suivant : w < v, w,v E TZu, si et seulement si la première 
occurrence de wu dans x est inférieure ou égale à la première occurrence de vu dans x. Cet 
ordre définit une bijection '■ Ru T^u C A* , où. Ru = {l, ■ ■ ■ , Card(7^u)}, de la façon 
suivante : Qu{k) est le fc^™'' mot de retour pour cet ordre. 

Proposition 7 f fDïïTl [DHS]) Les applications ■ RI ^ A* et 6^ : R^^ A'^ sont 
injectives. 

Cette proposition nous permet de définir la notion de suite dérivée introduite dans |Dulj . 
Pour tout préfixe f de x la suite dérivée de x par rapport à v est l'unique suite V^ix) sur Ry 
telle que 0„(î)^,(x)) = x. Dans [Dul] (Théorème 2.5) a été prouvée la caractérisation suivante 
des suites substitutives primitives. 

Théorème 8 Soient A un alphabet et x une suite sur A. La suite x est substitutive primitive 
si et seulement si l'ensemble {Vu{x);u préfixe de x} est fini. 
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Le théorème suivant a été prouvé dans |DHSj (Théorème 24 et Proposition 25). 



Théorème 9 Soit y une suite substitutive primitive non-périodique. Il existe une constante 
K telle que : Pour tout mot u de L{y) 

1. Pour tout mot w appartenant à TZu, \'u\/ K < \w\ < K\u\ ; 



L'inégahté \u\/K < \w\ du théorème précèdent imphque que le nombre d'occurrences du 
mot u dans un mot de longueur n de L(y) est inférieur ou égal à Kn/\u\. 

3 Un Théorème de Cobham pour les langages substi- 
tutifs primitifs 

Dans cette section nous allons prouver le Théorème [21 Avant d'en donner une preuve rap- 
pelons quelques résultats classiques sur les substitutions. Soient (r, A, a) une substitution 
primitive, x son point fixe, M sa matrice, a sa valeur propre dominante et f = {vi\ i & A) 
un vecteur propre associé à a tel que I]î6A^î = 1- D'après le Théorème de Perron-Frobenius 
ce vecteur est unique et à coefficients strictement positifs. Nous l'appellerons le vecteur 
fréquence de t (ou de x). Ce nom se justifie par le prochain théorème. Soit u un mot de A* , 
nous notons N{u) = [rii] i G A) le vecteur oii rii est le nombre d'occurrences de la lettre i 
dans le mot u. Dans |Qu| (Théorème V.13 et Corollaire V.14) est prouvé le résultat suivant. 

Théorème 10 Soient (r, A, a) une substitution primitive, x = (x„; n G IN) son point fixe et 
V = {vf, i ^ A) le vecteur fréquence de t. Alors 



uniformément en k. 

Autrement dit, pour tout i dans A la fréquence de la lettre i dans x existe et vaut f j. Gardons 
les notations qui précèdent le Théorème [TUl Soient B un alphabet, ip : A ^ B* un morphisme 
lettre à lettre, P sa matrice et y = v^(x). Nous appelons vecteur fréquence de Y le vecteur 
Pv. Remarquons que la somme des coordonnées de ce vecteur vaut 1. La preuve du corollaire 
suivant est immédiate. 

Corollaire 11 Soient (r, A, a) une substitution primitive, x son point fixe, v son vecteur 
fréquence, B un alphabet, lç : A ^ B* un morphisme lettre à lettre, P sa matrice et )/ = 
ip{y) = {yn',n G IN). Alors 



2. Card(7^„) < K{K+lf. 



lim 



N{xk ■ ■ ■ Xk+i) 

l + l 



= V 




uniformément en k. 



6 



Rappelons un résultat établi dans [Dulj (Proposition 5.1). 



Proposition 12 Soient x le point fixe de la substitution primitive (r, A, a) et v l'un de ses 
préfixes non-vides. Alors la suite dérivée V^i^x) est le point fixe de la substitution primitive 
{Ty, Ry, 1) définie par Q^t^ = tQ^. 

Remarquons dans la proposition précédente que les substitutions (r, A, a) et ont 
la même valeur propre dominante. 

Lemme 13 Soient y une suite a -substitutive primitive et u un préfixe de y. La suite T>u{y) 
est a'^ -substitutive primitive pour un certain entier k. 

Preuve. Soient un morphisme lettre à lettre , r une substitution primitive (dont la valeur 
propre dominante est a) et x son point fixe tels que (p{x) = y. Soit v l'unique préfixe de 
X tel que (p{v) = u. Si w est un mot de retour sur v alors ip{w) est une concaténation de 
mots de retour sur u. L'application Qu étant injective (Proposition [7]) cela permet de définir 
le morphisme X : ^ R^^ par G^A = ipQv Ce morphisme vérifie \{Vy{x)) = Vuiy). Les 
propositions [3] et [12] terminent la preuve. □ 

Preuve du Théorème [2]. D'après le Théorème [8] il existe une suite de préfixes {ui]i G IN) 
de X vérifiant pour tout z G IN : 

- Ui est un préfixe strict de Uj+i (i.e. Ui ^ Uj+i) et 

- VuX^) =Vu,^^{x) =x. 

Notons que x est «"-substitutive primitive pour un certain n (Lemme fT3i) . 

Soient {ui]i G IN) une telle suite et {yi]i G IN) l'unique suite de préfixes de y vérifiant pour 

tout i G IN : 

- Ui est un suffixe de Vi et 

- Vi & exactement une occurrence de Ui ; nous posons vi = diUi. 

Les suites x et y étant uniformément récurrentes nous pouvons supposer (Proposition [6]) que, 
pour tout i G IN, chaque mot de retour sur Ui (resp. Vi) a une occurrence dans chaque mot 
de retour sur Wj+i (resp. fj+i). 

Rappelons (Théorème [9]) qu'il existe un réel K tel que pour tout mot u G L(x) = L(y) et 
tout mot V G TZu nous avons \u\/K < \v\ < K\u\, puis remarquons que pour tout i dans IN 
le mot di est un suffixe d'un mot de retour sur Ui. Ceci implique que \vi\ < [K + l)\ui\ pour 
tout i G IN. 

D'après le Théorème [H quitte à prendre une suite extraite de {vi]i G IN), nous pouvons 
supposer que pour tout i G IN nous avons V^^y) = ^^Vi+Ay) = Y- Donc y est /^'"-substitutive 
primitive pour un certain m G IN (Lemme [T3l) . 

Rappelons que si u est un préfixe de x alors Ru désigne l'alphabet de la suite Pu(x). Pour 
tout i G IN nous avons R^+i = Rui et Rvi+^ = Rvi- Posons R^^ = C et R^^ = D et rappelons 
que X appartient à C"^ et y à D"^. 

Soient i G IN et 6 G -D. Le mot 9^^(6)fi = Qy^{b)diUi appartient à L(x) donc Qy.{b)di 
y appartient également. Puisque Vi est un préfixe de 9„.(6)vj, il existe un mot t tel que 
Qy-{b)vi = ditui et tel que Ui est un préfixe de tui. Donc t est une concaténation de mots de 
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retour sur Ui, autrement dit il existe un unique mot pi{b) dans i?*^ tel que t = Q^Piip). Ceci 
définit un morpliisme pi : D ^ C* vérifiant Qy^{h)di = diO^XPii^))- Remarquons que si s 
est un élément de L(y) alors nous avons également (ij6u.(pj(s)) = 9^. (s)c?j. 
L'utilisation du Théorème [9] permet de donner une majoration de la longueur de Pi{b). 

I fuM T tr^ tu\j\^ \'^vX^)di\ . T^K\vi\ + \di\ {K+l)\vi\ 2 



{1/K)\ui\ \ui\ \u 

Par conséquent l'ensemble {pi;i G IN} est fini. Quitte à prendre une suite extraite nous 
pouvons supposer que pj = pj^i = p pour tous les entiers positifs j. 

Soit i G IN. Puisque les mots de retour sur Ui sont des concaténations de mots de retour sur uq 
et que 0„q est injective (Proposition [7j), nous pouvons définir une substitution cxj : C — > C* 
par 0„Q(Tj = Qui- Cette substitution est primitive car chaque mot de retour sur uq a une 
occurrence dans chaque mot de retour sur Uj. Elle a pour point fixe la suite x. En effet nous 
avons 

0«o^i(><) = <S>uA^) = 0«,(î^«.(x)) = x = e„„(x), 
or Quo est injective (Proposition [7]) d'oii cr(x) = x. 

De même nous définissons la substitution primitive Ti : D ^ D* par O^yXi = 6^.. Elle a pour 
point fixe la suite y. 

Soient a et /5 les valeurs propres dominantes respectives de ai et Xj. Il vient que x (resp. 
y) est «"-substitutive primitive et a -substitutive primitive (resp. /^'"-substitutive primitive 
et (3 -substitutive primitive). Le Théorème H] implique que a" et a (resp. et (3 ) sont 
multiplicativement indépendants, i.e. il existe deux rationnels positifs pi et qi tels que a^' 
soit la valeur propre dominante de ai et (3^^ celle de Xj. 
Soit w G -£/(y), nous avons 

\diQu,p{w)\ \diQuç,aip{w)\ \di\ 



|G 


'«o^iP(^)l 


\aip{w) \ \p{w)\ 






IpHI 


\w\ 





\w\ \w\ \w\ 

Appelons v le vecteur fréquence de y. D'après le Théorème [10] nous avons 

lim W= l|M,fW)|| = ||M»|| = c, 

wi^L{y),\w\^+oo \w\ i«GL(y),|u>|-»+oo ^ \w\ j 

oii ||.|| est la norme définie par ||(ui, ■ • • ,fn)|| = + ■ ■ ■ + \vn\- Remarquons que aip{w) 
appartient à L(x) et appelons u le vecteur fréquence de x. En appliquant de nouveau le 
Théorème [10] nous obtenons 

lim — ; — -; — = Me,, M = Cl- 

^6L(y),h|^+oo \aip[w)\ " ""oV 



Ainsi nous obtenons 



\diQuP{'w)\ 1,,^ / M, 

lim ' "'7 ^' = CiC2||M^^(m)|| = CxC20?\ 

i«gL(y),|w)|-»+oo \w\ 
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Notons que les constantes Ci et ne dépendent pas de i. Avec des considérations analogues 
nous montrons qu'il existe une constante C3 ne dépendant pas de i telle que 

lim - — — - = Cs/3^\ 

weL{y),\w\^+(X} \w\ 

Nous obtenons CiC2a^' = CsP'^\ Soit j un entier positif distinct de i. Les suites (p^; i G IN) et 
{qfji G IN) tendant vers l'infini nous pouvons supposer pi < pj et qi < qj. Ainsi «^■'"^^ est 
égal à j3'^^~'^\ i.e. a et (3 sont multiplicativement dépendants. □ 

Une remarque sur les systèmes dynamiques substitutifs 

Un système dynamique est un couple (X, T) 011 X est un espace métrique compact et T un 
homéomorphisme de X sur X. Deux systèmes dynamiques (X, T) et (F, S") sont isomorphes 
s'il existe une bijection continue / : X ^ F telle que f o T = S o f . 

On dit que (X, T) est un système dynamique symbolique sur l'alphabet A (ou subshift sur 
A) lorsque X est un fermé de (pour la topologie produit infini des topologies discrètes) 
tel que T(X) = X 011 T : — > est défini par T((x„; n G Z)) = (x^+i; n G Z) pour tout 
(x„;n G Z) G A^. Soit x = (x„;n G Z) G A^. Posons n{x) = {y G A^; ^(x) = L(y)}. On 
vérifie aisément que (fi(x),T) est un système dynamique, nous dirons que c'est le système 
dynamique engendré par x. 

Soient x une suite a-substitutive primitive et (X, T) le système dynamique engendré par x 
(i.e. X = n(x)). Posons /(X, T) = a 011 cî est la classe d'équivalence de a pour la relation 
d'équivalence définie sur R"*" par /3 = 7 si et seulement si /5 et 7 sont multiplicativement 
dépendants. Le Théorème [2] implique que /(X, T) est un invariant d'isomorphisme pour les 
systèmes dynamiques engendrés par des suites substitutives primitives. 

Théorème 14 Soient (X, T) et (Y, T) deux systèmes dynamiques engendrés par des substi- 
tutions primitives. Si (X, T) et {Y,T) sont isomorphes alors I{X,T) = I{Y,T). 

La réciproque n'est pas vraie car les substitutions a et r, définies respectivement par 

a(0) =010 et r(0) =001 
a(l) =01 r(l) =10, 

ont la même valeur propre dominante a"^ où a = (1 + V5)/2 mais leur groupe de dimension, 
respectivement (Z^, {{x, y) G Z^; x + > 0}, (3, 5)) et (Z^, {{x, y, z) e7l^\ax + 2y + z > 
0}, (2,0, —1)), ne sont pas isomorphes (pour plus de détails voir |DHSj ). 

4 Le cas des langages substitutifs qui ne sont pas pri- 
mitifs 

4.1 Décomposition d'une substitution en sous-substitutions 

La proposition suivante est une conséquence du paragraphe 4.4 et de la Proposition 4.5.6 de 
pï] . 
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Proposition 15 Soit M = (mjj)jjg^ une matrice à coefficients positifs ou nuls dont aucune 
des colonnes n'est nulle. Il existe trois entiers positifs p ^ 0, q, l, oùq < l — l, et une partition 
{Af, 1 < i < 1} de A tels que 



MP = 





Al 


A2 ■ 


■ K 




A9+2 • 


• A, 


Al 


( Ml 














■ ° ^ 


A2 




M2 ■ 











■ 


A, 


Ml,, 




■ M, 








■ 




Ml,g+l 


M2,g+l ■ 


■ M,,,+i 


M,+i 





■ 




Ml,q+2 


M2,g+2 ■ 









■ 


Al 


\ Mi,i 


M2,l ■ 










■ mJ 



où les matrices Mi, l < i < q (resp. q + l < i < l) , sont primitives ou nulles (resp. 
primitives) , et tels que pour tout 1 < i < q il existe i + 1 < j < l tel que la matrice Mjj soit 
non-nulle. 

Dans ce qui suit nous gardons les notations de la Proposition [T5l Nous dirons que {Af, 1 < 
i < 1} est la partition en composantes primitives de A (par rapport à M). Si i appartient à 
{q + 1, ■ ■ ■ ,1} nous dirons que Ai est une composante primitive principale de A (par rapport 
à M). 

Soient (r, A, a) une substitution et M = {mij)ijçA sa matrice. Soit i G {g+ 1, ■■■,/}. 
Nous noterons Tj la restriction tJ^, : Ai ^ A* de k Ai. Puisque Ti{Ai) C A* nous pouvons 
considérer que Xj est un morphisme de Ai dans A* dont la matrice est Mj. Soient i G {!,■■■ ,q} 
tel que Mj soit non-nulle. Définissons (pi le morphisme de A dans A* qui à b associe 6 si 6 
appartient à Ai et le mot vide sinon. Considérons l'application Ti : Ai A* définie par 
Ti{b) = ipi^T^^b)) pour tout a E Ai. Remarquons comme précédemment que Ti{Ai) C A*, par 
conséquent Tj définit un morphisme de Ai dans A* dont la matrice est Mj. 
Nous dirons que la substitution (r, A, a) vérifie la condition (C) si : 

Cl. La matrice M, elle-même, se met sous la forme ([T]) (i.e. p = 1) ; 

C2. Les matrices Mj sont nulles ou à coefficients strictement positifs si 1 < z < g et à 
coefficients strictement positifs sinon ; 

C3. Pour toute matrice Mj non-nulle, i G {1, ■ ■ ■ , /}, il existe Oj G Ai tel que rj(aj) = OjUj 
011 Mj est un mot non-vide de A* si Mj 7^ [1] et vide sinon. 

D'après la Proposition [T5] toute substitution (r, A, a) a une puissance (r*',y4,a) vérifiant la 
condition (C). La définition des substitutions implique que pour tout g+l<'i<Zona 
M, ^ [1]. 

Soient (r. A, a) une substitution vérifiant la condition (C) (nous gardons les mêmes notations 
que précédemment). Pour tout 1 < i < / tel que Mj soit non-nulle et différente de la matrice 
[1], l'application Tj : Aj — > A* définit une substitution (rj,y4j,aj) que nous appellerons sous- 
substitution principale de r si i G {q+1, ■■■,/} et sous-substitution non-principale de r sinon. 
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De plus la matrice Mj étant à coefficients strictement positifs cela implique que la substitution 
{Ti,Ai,ai) est primitive. Remarquons qu'il existe au moins une sous-substitution principale. 

Lemme 16 Soient {a, A, a) et {T,B,b) deux substitutions vérifiant la condition (C), D un 
alphabet, : A ^ D* et cf) : B ^ D* deux morphismes lettre à lettre tels que ip{L{T)) = 
Si W est une sous- substitution principale de a alors il existe une sous-substitution 
principale T de t telle que ip{L{T)) = (j){L{w)). 

Preuve. Soit (W,A,â) une sous-substitution principale de a. Pour tout n G IN définissons 
kn le plus grand entier k pour lequel il existe une lettre c E B telle que ip{r^{c)) ait une 
occurrence dans 0(â"(â)). L'alphabet B étant fini il existe une lettre c G -B et deux suites 
d'entiers strictement croissantes, {in]n G IN) (extraite de {kn]n G IN)) et (j„;n G IN), telles 
que <^(r*"(c)) ait une occurrence dans 0(â-'"(â)) pour tout n G IN. 

Dans ce qui suit nous utilisons les notations de la Proposition [15] (pour la matrice B). 
Montrons que le mot r^'(c) a une occurrence d'une lettre b appartenant à une composante 
primitive principale B de B. 

Soit d E Bi avec 1 < z < g. Si Mj = alors il existe j > i -\- 1 et d E Bj tels que d ait une 
occurrence dans T{d) (car aucune des colonnes correspondant à Bi n'est nulle). 
D'autre part si Mj ^ (i.e. Mj est à coefficients strictement positifs) alors il existe j > i + 1 
et d E Bj tels que d ait une occurrence dans r'^id) (car il existe i + 1 < A; < / tel que Mj^fc 
est non-nulle). 

Donc, par induction finie, pour tout e dans B le mot r^'(e) a une occurrence d'une lettre 
appartenant à une composante primitive de B. A fortiori r^'(c) a une occurrence d'une lettre 
b appartenant à une composante primitive principale B de B. 

Par conséquent la sous-substitution principale r associée à B est telle que {(y9(T*"~^'(6)); i„ — 
2/ > 0,ra G IN} est contenu dans (f){L(a)). Les substitutions r et a étant primitives leurs 
points fixes sont uniformément récurrents, nous en déduisons (f{L(j)) = 0(L(â)). □ 

4.2 Le cas des substitutions se projetant sur des substitutions 
primitives 

La définition suivante a été introduite dans |Fa2j (voir ég alement [BHn[BH2] ) afin d'étendre 
le Théorème de Cobham à des systèmes de numération non-standard. 

Définition. Soient (cr. A, a) et (r, B, b) deux substitutions. Nous dirons que (a. A, a) se 
projette sur (r, B, b) s'il existe un morphisme lettre à lettre (p : A ^ B* tel que (f{a) = b et 
que pour toute lettre c E A 

(y9Cr(c) = T(p{c). 

Remarques. Soient x et y les points fixes respectifs de a et t. Notons que ip{x) = y et que 
ipa'^ = T^-ip pour tout n G IN, i.e. (a". A, a) se projette sur (r", B, b) pour tout n G IN. 
Soit u (resp. v) un vecteur propre, à coefficients positifs ou nuls, de la valeur propre dominante 
a (resp. [3) de (resp. de Mj, la transposée de la matrice de r). Puisque ip est un 
morphisme lettre à lettre M^m est non-nulle. Donc a est une valeur propre de (car 
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a{M^u) = Mt-{M^u)) et a < (3. Montrons que (5 est inférieur à a. Si {v'^)M^ est nulle alors 
(p{A) 7^ B. Cela impliquerait l'existence d'au moins une lettre de B n'apparaissant pas dans 
y, ce qui n'est pas possible. Par conséquent les valeurs propres dominantes des matrices de 
0" et de r sont identiques. 

Exemple. Il est possible qu'une substitution non-primitive se projette sur une substitution 
primitive. Soient {a,{a,b,c},a) et (r, {0,1},0) deux substitutions et ip : {a,b,c} {0,1}* 
le morphisme définis par 

a{a) = ab, r(0) = 01 et (p{a) = 
(t(6) = c r(l) = iflb) = 1 

o"(c) = cb ip{c) = 

La substitution r est primitive sans que a le soit. 

Lemme 17 Soit {a, A, a) une substitution vérifiant la condition (C) et se projetant sur une 
substitution primitive {T,B,b). Soit a' une sous-substitution de a. Si a' est principale alors 
a' et T ont la même valeur propre dominante, sinon la valeur propre dominante de a' est 
strictement inférieure à celle de r. 

Preuve. Soit ip : A ^ B* xm morphisme lettre à lettre tel que ipa = rip. Soient Ai, - ■ ■ ,Ai 
les composantes primitives de A (par rapport à M„) et q < l — 1 l'entier tel que Ai est 
principale si et seulement si q + 1 < i < l. Soient (Ti,---,(T/ les sous-substitutions de a 
associées respectivement k Ai, ■ ■ ■ , Ai. 

Soit q + l < i < l, nous notons ipi la restriction de ip k A^. Nous avons ipiai{e) = Tipi{e) pour 
tout e E Ai. Une remarque faite précédemment indique que les valeurs propres dominantes 
de r et cjj sont identiques. La première partie du lemme est prouvée. 

Soit < i < g. Par définition des sous-substitutions la matrice de cTj, Mj, est à coefficients 
strictement positifs et différente de la matrice [1] . Soient a et (3 les valeurs propres dominantes 
respectives des substitutions primitives t et ai. Un résultat classique sur les substitutions 
primitives ( |Qu| , Proposition V.7) donne l'existence de deux constantes positives non-nulles 
Kl et K2 telles que 

i^ia" < |r"(d)| < iTsa" et i^i^" < |(Tf(c)| < i^s/?" 

pour tout n G IN, tout d E B et tout c E Ai. Soit c E Ai, nous avons pour tout G IN 

i^2a" > |rXc)| = |V^a"(c)| = |a"(c)| > |ar(c)| > i^i/?". 

Par conséquent P < a. Nous allons montrer que l'inégalité est stricte ; i.e. a ^ (3. 
Soit c E Ai. Comme dans la preuve du Lemme [16] il existe une lettre /, appartenant à 
une composante primitive principale Aj, ayant une occurrence dans (T^'(c). Posons s = 21. 
Puisque / appartient à Aj nous avons cr"(/) = cr"(/), G IN. La valeur propre dominante 
de la substitution primitive aj : Aj — > A* est a (car q + l < j < l) par conséquent pour tout 
n G IN nous avons 
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D'après la Proposition V.7 et la Proposition V.9 de |Qu| il existe une constante L > telle 
que pour tout n G IN 

< ^c«(c)). 

Ainsi pour tout n G IN et tout G IN* nous avons 

|a"+'(af(c))| = |cr"(aVf(c))| > |a"af+^(c)| + (c)). 
Par conséquent 

|a("+i)^(c)| > |a"V,^(c)| + > \a^"-'> {c)\ + \a^--'>{î)\L,{at{c)) + 

n n 
k=0 k=0 

Or |o"'^"+^)'^(c)| < K2a^'^~^^^'^ pour tout n G IN, par conséquent a ^ p. □ 

Soient A un alphabet et x une suite sur A. Nous dirons que x est à puissances de mots bornées 
s'il existe un entier positif k tel que : u'^ G L(x) si et seulement si u est le mot vide. Nous 
dirons qu'un langage L d A* vérifie la condition (*) s'il est factoriel (i.e. si tous les mots 
ayant une occurrence dans un mot de L appartiennent à L) et s'il existe une suite y G A"^ 
à puissances de mots bornées telle que L(y) C L. Autrement dit, un langage L vérifie la 
condition (*) si et seulement s'il existe un entier positif k et une infinité de mots appartenant 
à L n'ayant pas d'occurrence de puissance fc-ième de mot non-vide. L'une des implications 
est directe, montrons la réciproque. Supposons que le langage L est tel qu'il existe un entier 
k et une infinité de mots appartenant à L n'ayant pas d'occurrence de puissance fc-ième de 
mot non-vide. Appelons C l'ensemble des mots de L n'ayant pas d'occurrence de puissance 
fc-ième de mot non-vide. L'ensemble C étant infini et l'alphabet A étant fini il existe une 
suite {ui]i G IN) d'éléments de C telle que Ui est un préfixe de Wj+i et \ui\ < pour tout 

z G IN. Soit y l'unique suite de A"^ telle que pour tout z G IN le mot Ui est un préfixe de y. 
Puisque L(y) est contenu dans C, y est à puissances de mots bornées. 
Nous dirons que x G A"^ vérifie la condition (*) si L(x) la vérifie. 

La proposition suivante est centrale dans la preuve du résultat principal de la section suivante. 



Proposition 18 Soient {a, A, a) et (r, B, b) deux substitutions, se projetant respectivement 
sur les substitutions primitives {a', A', a') et {T',B',b'), telles qu'il existe deux morphismes 
lettre à lettre ip : A ^ C* et ip : B ^ C* vérifiant (p{L{a)) = iP{L{t)) = L. Si L vérifie 
la condition (*) alors les valeurs propres dominantes de a et de t sont multiplicativement 
dépendantes. 

Preuve. Quitte à prendre {a^, A, a) et (r'^, B, b), pour un certain k, nous pouvons supposer 
que {a, A, a) et {T,B,b) vérifient la condition (C). 

Pour commencer montrons qu'il existe nécessairement une sous-substitution principale a de 
a de point fixe z tel que ip{z) n'est pas périodique. 
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Supposons que le langage L vérifie la condition (*) : il existe une suite y G C"^ telle que 
y soit à puissances de mots bornées. En utilisant des arguments analogues à ceux de la 
preuve du Lemme [12] nous montrons qu'il existe une sous-substitution principale (â, A, â) 
de 0", une lettre c G A et une suite d'entiers strictement croissante {in, n G IN) telles que 
</9({â*"(c); n G IN}) C L{y). Soit z le point fixe de a. Puisque y n'est pas périodique, <^(z) ne 
l'est pas non plus. 

D'après le Lemme [TBl il existe une sous-substitution principale, que nous notons (r, -B, 6), de 
(r, _B, h) telle que ip{L{â)) = iP{L(t)). D'après le Théorème [2] â et r ont des valeurs propres 
dominantes multiplicativement dépendantes. Le Lemme [T7] permet de conclure : les valeurs 
propres dominantes de cr et r sont multiplicativement dépendantes. □ 

5 Systèmes de numération et ensembles (7-reconnais- 
sables 

5.1 Définitions et rappels 

Un système de numération est une suite U = {Un',n G IN) strictement croissante d'entiers 
telle que 

1. Uo = 1, 

2. l'ensemble G IN} est borné supérieurement. 

Soient U = {Un', n E IN) un système de numération et c la borne supérieure de G IN}. 

Notons Au l'alphabet {0, ■ ■ ■ , c' — 1} où c' est la partie entière supérieure de c. En utilisant 
l'algorithme d'Euclide nous pouvons écrire de façon unique chaque entier positif x sous la 
forme 

X = aiUi + ai^iUi-i H h a^Uo] 

i.e. i est l'unique entier tel que Ui < x < f/j+i et Xi = x, Xj = ajUj + Xj^i, j G {1, ■ ■ ■ , i}, où 
Œj est le quotient de la division euclidienne de Xj par Uj et Xj^i le reste, et = Xq. Nous 
dirons que pu{x) = a^ - ■ ■ œq est la U -représentation de x et nous posons 

L{U) = {0>t/(x);n G IN,x G IN}. 

Nous dirons qu'un ensemble C IN est U -reconnais s ahle si le langage {ÇT pu{x);n G IN,x G 
E} est reconnaissable par un automate. Pour la notion de langage reconnaissable par auto- 
mate nous dirigeons le lecteur vers ^Eij. Nous dirons que U est linéaire s'il est défini par une 
relation de récurrence linéaire, i.e. s'il existe /c G IN*, di, ■ ■ ■ , (ife G 2, dfc 7^ 0, tels que pour 
tout n > k 

Un = diUn-1 + ■ ■ ■ + dkUn-k- 

Le polynôme P{X) = — diX^^^ _ . . . _ dk-iX — dk est appelé polynôme caractéristique 
de U. Dans [Sh] Shallit a montré : 

Théorème 19 Soit U un système de numération. Si IN est U -reconnaissable alors U est 
linéaire. 
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5.2 Systèmes de numération de Bertrand 



Un système de numération U est de Bertrand |Ber3] si : w G L{U) si et seulement si luO" G 
L{U) pour tout n G IN. C'est une condition naturelle puisque tous les systèmes de numération 
en base p G IN la vérifient. 

Soit a > 1 un réel positif. Tout x G [0, 1] s'écrit de façon unique sous la forme 

x = Y, ana'"", (2) 

n>l 

avec Xi = X et pour tout n > 1, a„ = et Xn+i = {aXn}, oii [.] désigne la partie entière 
inférieure et {.} la partie fractionnaire (pour plus de détails voir [Par]). Nous appelons a- 
développement de x la suite da{x) = {an^n G IN*). Nous notons L{a) l'ensemble des mots 
finis ayant une occurrence dans l'une des suites da{x), x G [0, 1]. Si da{l) est ultimement 
périodique nous dirons que a est un P -nombre (pour plus de détails sur ces nombres voir 
[Par] ) . Bertrand-Matliis a montré les résultats suivants : 

Théorème 20 |Ber3] Soit U un système de numération. C'est un système de Bertrand si et 
seulement s'il existe un réel a > 1 tel que L{U) = L{a). Dans ce cas si U est linéaire alors 
a est une racine du polynôme caractéristique de U. 

Théorème 21 |Berl] Soit a > 1 un réel. Le langage L{a) est reconnaissable par automate 
si et seulement si a est un (3-nomhre. 



5.3 Les suites cjQ^-substitutives 

Pour tout /^-nombre a définissons la substitution oja de la façon suivante |Fa2j : 
- Si daiX) = «1 ■ ■ ■ anO"^, an 7^ 0, alors (tUa, {1, ■ ■ ■ , n}, 1) est définie par 

1 ^ l'^i2; 



- Si daiX) = fli ■ ■ ■ an(an+iOn+2 ' ' ' o,n+m)'^ , ovL U et m sout miuimaux et où a„+i + a„+2 + 
■ ■ ■ + an+m 7^ 0, alors {ua, {1, ■ ■ ■ , n + m}, 1) est définie par 

1 ^ ^12; 

n + m — 1 l''"+'"-i(?2 + m); 

n + m ^ l''"+'"(n + 1); 

Remarquons que dans les deux cas la substitution Ua est primitive et que a est la valeur 
propre dominante de M^^. Pour montrer cette dernière propriété il suffit de calculer le 
polynôme caractéristique de Ua et d'exhiber un vecteur propre de a ayant des coordonnées 
strictement positives. Nous appellerons u a- substitution toute substitution qui se projette sur 
la substitution Ua et nous appellerons suite oj a- substitutive (a-automatique dans |Fa2j ) toute 
suite qui est l'image par un morphisme lettre à lettre du point fixe d'une c^a-substitution. 
Dans |Fa2] (Corollaire 1) Fabre a montré le résultat suivant : 
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Théorème 22 Soit U un système de Bertrand tel que L{U) = L{a) où a est un f3-nomhre. 
Une partie E de IN est U- reconnais sable si et seulement si sa suite caractéristique (x„; n G IN) 
(i.e. Xn = 1 si n & E et Xn = sinon) est u a- substitutive. 

5.4 Une application aux systèmes de numération 

Nous dirons que C IN vérifie la condition (*) si sa suite caractéristique la vérifie. 

Proposition 23 Soient U et V deux systèmes de numération de Bertrand tels que L{U) = 
L{a) et L{V) = L{(3) où a et (3 sont deux (3-nombres, et E un ensemble d'entiers posi- 
tifs U -reconnaissable et V -reconnaissable. Si E vérifie la condition {*) alors a et (3 sont 
multiplicativement dépendants. 

Preuve. Soit x la suite caractéristique de E. D'après le Théorème 12^ il existe deux substi- 
tutions (cr, A, a) et (r, B, h) se projetant respectivement sur oja et up, et deux morphismes 
lettre à lettre ip : A ^ {0,1}* et ifj : B ^ {0,1}* tels que x = ^p{x„) = '«/'(x^). Puisque 
les substitutions Ua et U/^ sont primitives et que x vérifie la condition (*), la Proposition [T8] 
permet de conclure. □ 

L'énoncé de la Proposition[23]peut être légèrement amélioré (sans modification de la preuve) : 



Proposition 24 Soient U et V deux systèmes de numération de Bertrand, a et (3 deux (3- 
nombres tels que L{U) = L{a) et L{V) = L{f3), et E (resp. E') un ensemble d'entiers positifs 
U -reconnaissable (resp. V -reconnaissable) dont la suite caractéristique est x (resp. x'). Si x 
vérifie la condition {*) et L{x) = L{x') alors a et (3 sont multiplicativement dépendants. 

Un ensemble iï^ C IN est syndétique s'il existe p G IN tel que pour tout n G IN on ait 
n [ra, + p] 7^ ; i.e la lettre 1 apparaît à lacunes bornées dans la suite caractéristique de 
E. Récemment Hansel |Ha2j a prouvé un résultat très général sur la syndéticité des ensembles 
d'entiers reconnaissables. Dans le cas qui nous intéresse son résultat s'énonce ainsi : 

Théorème 25 Soient U et V deux systèmes de numération de Bertrand tels que L{U) = 
L{a) et L{V) = L{(3) où a et j3 sont deux f3-nombres multiplicativement indépendants. Si 
E est un ensemble infini d'entiers positifs U -reconnaissable et V -reconnaissable alors E est 
syndétique. 

Preuve du Théorème [H Supposons que E est [/-reconnaissable et ^-reconnaissable. Soit 
X = (x„; n G IN) la suite caractéristique de E. Soient A et B les alphabets respectifs de uJa 
et ujp. Il existe deux substitutions (a, A', a) et (r, B' , h) et quatre morphismes lettre à lettre 
^ : A' ^ A% ifi' : B' ^ B% ip : A' ^ {0, 1}* et ip' : B' ^ {0, 1}* tels que ipa = u^^, 
ip'r = ojpip', ipiy) = = X, oii y = (y„; G IN) et z = (z„;r?, G IN) sont les points fixes 

respectifs des substitutions {a, A', a) et {T,B',b). 

Soit y le point fixe d'une composante primitive principale a de a. Puisque a et (3 sont 
multiplicativement indépendants, E ne vérifie pas la condition (*) (c'est la Proposition |23|) . 
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Par conséquent '?/'(y') est périodique (c'est le Théorème [5]) . Posons '?/'(y') = m" oii \u\ est la 
plus petite période de ipiy ). 

Montrons que u apparaît à lacunes bornées dans x. 

Posons n = \u\. La suite y*^") = ((yj- ■ ■yi+„_i);z G IN) est le point fixe de la substitution 
((T„, An, (yoyi ■ ■ ■ Yn-i)), oii An = A"', définie pour tout (ai ■ ■ ■ an) dans An par 

0"n((«l ■ ■ ■ O-n)) = {bi - ■ ■ hn){p2 ' ■ ' &n+l) ' " " {b\a{ai)\ ' ' ' b\a{ai)\+n-l) 

OÙ a{ai ■ ■ ■ Qn) =hi - • - hk (pour plus de détails voir la section V.4 de |Qu|). Soit p : An A* 
le morphisme lettre à lettre défini par p((&i ■ ■ - hn)) = bi pour tout (61 • ■ - hn) G A„. Nous 
avons pan = ap, donc y*^") est c^Q-substitutive car 



(fpan = '-pcrp = ujafp. 
De la même façon nous montrons que la suite z*^") est cj/j-substitutive. 

Soit F = {i E IN; X[j^j+„_i] = u}. On remarque sans difficulté que la suite caractéristique 
de F est une projection lettre à lettre de y*-"'-' mais également de z^^\ Par conséquent F est 
[/-reconnaissable et V^-reconnaissable, c'est le Théorème [221 De plus a étant une compo- 
sante primitive principale de a, u apparaît une infinité de fois dans x (i.e F est infini). Par 
conséquent F est syndétique (c'est le Théorème [25]) ; i.e u apparaît à lacunes bornées dans 

X. 

Bien que x n'est pas nécessairement uniformément récurrente, la notion de mot de retour 
sur M a un sens. L'ensemble TZu des mots de retour sur u est fini (car u apparaît à lacunes 
bornées dans x), donc il existe i G IN tel que tout w G TZu H L((x„;n > i)) apparaît une 
infinité de fois dans x. De plus le même raisonnement que précédemment montre que les 
mots w G TZu n L((x„; n > i)) apparaissent à lacunes bornées dans x. 

Soient w G TZu n L{{xn;n > i)) et K = max{z„_|_i — i„;n G IN} où (i„;n G IN) est la suite 
strictement croissante des occurrences de wu dans x. Dans tout mot de longueur i^'H- + |m| 
apparaît le mot wu. 

Nous remarquons sans peine que pour tout n G IN le mot m" appartient à L(x) car L(y ) est 
contenu dans L(x). Soit n G IN tel que > + Alors le mot wu a une occurrence 

dans m" et par conséquent il existe j G IN tel que w = u^ . Cela implique que x est ultimement 
périodique. □ 
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matematicas aplicadas, programa en modelamiento estocastico" . 
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